Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels

Exemple 1
Le K-espace vectoriel (K", +, ).

o Définition de la loi interne.
Pour u = (21,22, ...,2,) et v = (y1,¥2, ..., Yn) deux éléments de K", on a :
uw+v= (21,22, ..., Tn) + (Y1,Y2,-- -, Yn) = (T1 + Y1, To + Y2, -, Tn + Yn).
e Définition de la loi externe.
Pour Ae K et u = (21, 29,...,2,) € K" on a:
Au=A(T1,T9,...,2,) = (Ax1, AT2, ..., Axy).

o Vecteur nul.
L’élément neutre du groupe (K", +) est

Ox» = (0,0,...,0).

La base canonique de K" en tant que K-ev est B = (eq, €q,...,€,) avec
e1r = (1,0,0,...,0,0)
es = (0,1,0,...,0,0)

en = (0,0,0,...,0,1).

On a donc dimy (K") = n.

Remarque : Dans le cas de C™, nous venons donc de voir que dims(C™) = n. Nous verrons
en TD que dimg(C™) = 2n et nous donnerons une base de C" en tant que R-ev.

Exemple 2
Le K-espace vectoriel (K[X], +,-).

e Définition de la loi interne.

Pour P = ap+a; X+ - -+a,X? et Q = by+b X+ - -4+b,X? deux éléments de K[ X |
(avec p < ¢q par exemple), on a :

p q
P+Q= ) (ar+b)X*+ > bX*.

k=0 k=p+1




e Définition de la loi externe.
Pour A\e Ket P=ap+ a1 X + - +a,X? e K[X],on a:
AP =Xag+ a1 X + - + dap, XP.

o Vecteur nul.
L’élément neutre du groupe (K[X], +) est le polynéme nul noté Ogpx;.

Attention, K[X] est un espace vectoriel de dimension infinie.

Cependant, le sous-espace vectoriel de K[X] formé des polynomes de degré inférieur
ou égal a n, c’est-a-dire

K,[X] = {PeK[X] | deg(P) < n},
est de dimension finie.

La base canonique de K,[X] en tant que K-ev est B = (1, X, X2 ..., X").
On a donc dimy (K,[X]) =n + 1.

Remarque : Dans le cas de C,[X], nous venons donc de voir que dimg(C,[X]) = n + 1.
Nous verrons en TD que dimg(C,[X]) = 2n + 2 et nous donnerons une base de C,,[X]
en tant que R-ev.

Exemple 3

Le K-espace vectoriel des suites a valeurs dans K : (KN, +, ).
e Définition de la loi interne.
Pour 4 = (U )nen €t v = (U )nen deux éléments de KN, on a :
U+ U= (Up)nen + (Vn)nen = (Un + Vp)nen.
o Définition de la loi externe.
Pour A € K et u = (uy,)neny € KN, on a :
A =X (Up)neny = (AUp)nen-
o Vecteur nul.
L’élément neutre du groupe (KN, +) est la suite nulle notée Ogn (tous ses termes

sont égaux a 0).

Attention, KY est un espace vectoriel de dimension infinie.




Exemple 4
Le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R : (R + ).

e Définition de la loi interne.
Pour f et g deux éléments de R¥, la fonction f + ¢ est définie par
VeeR, (f+g)(x)=f(x)+g(z).
e Définition de la loi externe.
Pour A € R et f € RE, la fonction \ - f est définie par
VeeR, (A f)(z)=Af(x).

o Vecteur nul.
L’élément neutre du groupe (R®, +) est la fonction nulle notée Ogz définie par

VreR, Oge(z)=0.

Attention, R® est un espace vectoriel de dimension infinie.




