
Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels

Exemple 1

Le K-espace vectoriel pKn,`, ¨q.

‚ Définition de la loi interne.

Pour u “ px1, x2, . . . , xnq et v “ py1, y2, . . . , ynq deux éléments de Kn, on a :

u` v “ px1, x2, . . . , xnq ` py1, y2, . . . , ynq “ px1 ` y1, x2 ` y2, . . . , xn ` ynq.

‚ Définition de la loi externe.

Pour λ P K et u “ px1, x2, . . . , xnq P Kn, on a :

λ ¨ u “ λ ¨ px1, x2, . . . , xnq “ pλx1, λx2, . . . , λxnq.

‚ Vecteur nul.
L’élément neutre du groupe pKn,`q est

0Kn “ p0, 0, . . . , 0q.

La base canonique de Kn en tant que K-ev est B “ pe1, e2, . . . , enq avec

e1 “ p1, 0, 0, . . . , 0, 0q
e2 “ p0, 1, 0, . . . , 0, 0q
...

...
en “ p0, 0, 0, . . . , 0, 1q.

On a donc dimKpKnq “ n.

Remarque : Dans le cas de Cn, nous venons donc de voir que dimCpCnq “ n. Nous verrons
en TD que dimRpCnq “ 2n et nous donnerons une base de Cn en tant que R-ev.

Exemple 2

Le K-espace vectoriel pKrXs,`, ¨q.

‚ Définition de la loi interne.

Pour P “ a0`a1X`¨ ¨ ¨`apX
p etQ “ b0`b1X`¨ ¨ ¨`bqX

q deux éléments de KrXs
(avec p ă q par exemple), on a :

P `Q “
p

ÿ

k“0

pak ` bkqX
k
`

q
ÿ

k“p`1

bkX
k.
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‚ Définition de la loi externe.

Pour λ P K et P “ a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` apX
p P KrXs, on a :

λ ¨ P “ λa0 ` λa1X ` ¨ ¨ ¨ ` λapX
p.

‚ Vecteur nul.
L’élément neutre du groupe pKrXs,`q est le polynôme nul noté 0KrXs.

Attention, KrXs est un espace vectoriel de dimension infinie.

Cependant, le sous-espace vectoriel de KrXs formé des polynômes de degré inférieur
ou égal à n, c’est-à-dire

KnrXs “ tP P KrXs | degpP q ď nu ,

est de dimension finie.

La base canonique de KnrXs en tant que K-ev est B “ p1, X,X2, . . . , Xnq.
On a donc dimK pKnrXsq “ n` 1.

Remarque : Dans le cas de CnrXs, nous venons donc de voir que dimCpCnrXsq “ n ` 1.
Nous verrons en TD que dimRpCnrXsq “ 2n ` 2 et nous donnerons une base de CnrXs
en tant que R-ev.

Exemple 3

Le K-espace vectoriel des suites à valeurs dans K : pKN,`, ¨q.

‚ Définition de la loi interne.

Pour u “ punqnPN et v “ pvnqnPN deux éléments de KN, on a :

u` v “ punqnPN ` pvnqnPN “ pun ` vnqnPN.

‚ Définition de la loi externe.

Pour λ P K et u “ punqnPN P KN, on a :

λ ¨ u “ λ ¨ punqnPN “ pλunqnPN.

‚ Vecteur nul.
L’élément neutre du groupe pKN,`q est la suite nulle notée 0KN (tous ses termes
sont égaux à 0).

Attention, KN est un espace vectoriel de dimension infinie.
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Exemple 4

Le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R : pRR,`, ¨q.

‚ Définition de la loi interne.

Pour f et g deux éléments de RR, la fonction f ` g est définie par

@x P R, pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq.

‚ Définition de la loi externe.

Pour λ P R et f P RR, la fonction λ ¨ f est définie par

@x P R, pλ ¨ fqpxq “ λfpxq.

‚ Vecteur nul.
L’élément neutre du groupe pRR,`q est la fonction nulle notée 0RR définie par

@x P R, 0RRpxq “ 0.

Attention, RR est un espace vectoriel de dimension infinie.
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