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Dans tout ce chapitre, K désignera indifféremment R ou C.

1 Polynômes

1.1 Structure de KrXs
1.1.1 Opérations et degré

Définition 1.1. Soit n P N. Un polynôme P est une expression de la forme

P “
n
ÿ

k“0

akX
k
“ a0 ` a1X ` a2X

2
` ¨ ¨ ¨ ` anX

n,

où a0, a1, . . . , an sont des éléments de K appelés coefficients du polynôme P et X est appelée
l’indéterminée.

Le degré du polynôme P est le plus grand entier k tel que ak ‰ 0, on le note degpP q. Le coefficient
ak correspondant est appelé coefficient dominant de P .
Par convention, le polynôme nul a pour degré ´8.

Notation 1.2. L’ensemble des polynômes à coefficients dans K est noté KrXs.

Remarque 1.3. Un polynôme dont le coefficient dominant vaut 1 est dit unitaire.

Définition 1.4. Soient λ P K, P “

n
ÿ

k“0

akX
k et Q “

m
ÿ

k“0

bkX
k deux polynômes de KrXs avec

n ď m. On définit les opérations suivantes :

‚ P `Q “
n
ÿ

k“0

pak ` bkqX
k

`

m
ÿ

n`1

bkX
k

looomooon

n’apparâıt que si n ă m.

,

‚ λP “
n
ÿ

k“0

pλakqX
k,

‚ P ˆQ “
m`n
ÿ

k“0

ckX
k où ck “

k
ÿ

j“0

ajbk´j.

On définit aussi le polynôme dérivé de P , que l’on note P 1,

P 1 “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

n
ÿ

k“1

kakX
k´1 si n ‰ 0

0 si n “ 0.
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Proposition 1.5. Soient pP,Qq P KrXs2 et λ P K˚, alors

‚ degpP `Qq ď maxp degpP q, degpQq q,

‚ degpP ˆQq “ degpP q ` degpQq,

‚ degpP 1q “

$

&

%

degpP q ´ 1 si degpP q ą 0

´8 si degpP q ď 0.

Proposition 1.6. Soient P “
n
ÿ

k“0

akX
k et Q “

m
ÿ

k“0

bkX
k.

Alors P “ Q si et seulement si :

degpP q “ degpQq et les coefficients sont égaux 2 à 2, c-à-d : @k, ak “ bk.

Proposition 1.7 (Dérivées successives).
Soient n P N, P “

řn
k“0 akX

k P KrXs avec degpP q “ n et p P N. Alors,

P ppq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0 si p ą n

n
ÿ

k“p

kpk ´ 1q . . . pk ´ p` 1qakX
k´p

“

n
ÿ

k“p

k!

pk ´ pq!
akX

k´p si p ď n.

Remarque 1.8. Soient P,Q P KrXs, λ P K et k P N, alors

pλP `Qqpkq “ λP pkq `Qpkq.

Proposition 1.9 (Formule de Leibniz). Soient P,Q P KrXs et n P N. Alors

pP ˆQqpnq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

P pkqQpn´kq.

1.1.2 Arithmétique dans KrXs

Définition 1.10. Soient A,B P KrXs.
On dit que B divise A et on note B | A si il existe Q P KrXs tel que

A “ B ˆQ.

On dit que A et B sont associés si A | B et B | A.

Proposition 1.11. Soient A,B P KrXs. Alors A et B sont associés si et seulement si il existe λ
dans K˚ tel que A “ λB.

Théorème 1.12 (Division euclidienne). Soient A,B P KrXs avec B ‰ 0. Alors il existe un unique
couple pQ,Rq P KrXs2 tel que "

A “ B ˆQ`R
degpRq ă degpBq
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Remarque 1.13. Avec les notations du théorème ci-dessus, on en déduit que B | A si et seulement
si R “ 0.

Définition-Théorème 1.14. Soient P,Q P KrXs.
‚ Tout diviseur commun de P et Q de degré maximal est appelé pgcd de P et Q. Tous les pgcd
de P et Q sont associés. En particulier, un seul est unitaire, on l’appelle parfois le pgcd de P et
Q.
‚ P et Q sont dits premiers entre eux si leur pgcd unitaire vaut 1.

Définition 1.15. Soit P P KrXs.
On dit que P est irréductible si et seulement si P est non constant et

@pA,Bq P KrXs2, P “ AB ñ A P K ou B P K.

1.2 Racines d’un polynôme

Définition 1.16. Soient P “
řn
k“0 akX

k P KrXs et α P K.
On dit que α est une racine de P si

P pαq “
n
ÿ

k“0

akα
k
“ 0.

Théorème 1.17. Soient P P KrXs et α P K. Alors

α est une racine de P ðñ pX ´ αq | P

ðñ DQ P KrXs, P pXq “ pX ´ αqQpXq.

Définition 1.18. Soient P P KrXs et α P K une racine de P .
On appelle ordre de multiplicité de α le plus grand entier k P N˚ tel que pX ´ αqk | P .

Théorème 1.19. Soient P P KrXs, α P K et k P N˚. Alors α est une racine d’ordre de multiplicité
k si et seulement si

P pαq “ P 1pαq “ ¨ ¨ ¨ “ P pk´1q
pαq “ 0 et P pkqpαq ‰ 0.

1.3 Factorisation d’un polynôme

Théorème 1.20 (Théorème de d’Alembert Gauss). Tout polynôme de CrXs non constant admet
au moins une racine complexe.
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Théorème 1.21. Tout polynôme de KrXs se factorise de manière unique sous la forme suivante :
‚ si K “ C,

P “ apX ´ α1q
r1pX ´ α2q

r2 . . . pX ´ αpq
rp “ a

p
ź

k“1

pX ´ αkq
rk ,

où α1, . . . , αp sont les racines complexes de P d’ordre de multiplicité r1, . . . , rp P N˚
respectivement.

‚ si K “ R,

P “ a
p
ź

k“1

pX ´ αkq
rk

q
ź

j“1

pX2
` βjX ` γjq

sj ,

où α1, . . . , αp sont les racines réelles de P d’ordre de multiplicité r1, . . . , rp P N˚ respecti-
vement, et pour tout j P t1, . . . , qu, ∆j “ β2

j ´ 4γj ă 0.

Remarque 1.22.
‚ Les polynômes irréductibles de CrXs sont de la forme aX ` b avec pa, bq P C2 et a ‰ 0.
‚ Les polynômes irréductibles de RrXs sont de la forme aX ` b avec pa, bq P R2 et a ‰ 0 et de la
forme aX2 ` bX ` c avec pa, b, cq P R3 et ∆ “ b2 ´ 4ac ă 0.

Définition 1.23. Un polynôme P P KrXs est dit scindé si il peut s’écrire sous la forme d’un
produit de polynômes de degré 1, c’est-à-dire :

P “ λpX ´ x1qpX ´ x2q . . . pX ´ xnq,

où n P N˚, et pλ, x1, x2, . . . , xnq P Kn`1.

Théorème 1.24 (corollaire au théorème 1.21). Tout polynôme de CrXs est scindé.

Définition 1.25. Soit P “
n
ÿ

k“0

akX
k
“ anpX ´ x1qpX ´ x2q . . . pX ´ xnq

un polynôme de KrXs scindé de degré n. Pour k P t1, 2, . . . , nu, on définit les fonctions
symétriques élémentaires de x1, x2, . . . , xn, notées σk, par

σk “
ÿ

1ďi1ăi2ă¨¨¨ăikďn

xi1xi2 . . . xik .

Proposition 1.26 (Relations coefficients-racines). Avec les mêmes notations que la définition
ci-dessus, on a pour tout k P t1, 2, . . . , nu,

σk “ p´1qk
an´k
an

.
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2 Fractions rationnelles

2.1 Généralités

Définition 2.1. Une fraction rationnelle dans K est un élément de la forme

F “
P

Q

où pP,Qq P KrXs2 et Q ‰ 0.
On note KpXq l’ensemble des fractions rationnelles à coefficients dans K.

Remarque 2.2.

‚ On a KrXs Ă KpXq. En effet, si P P KrXs, alors P “
P

1
P KpXq.

‚ Pour F P KpXq, l’écriture sous la forme F “
P

Q
n’est pas unique. Par exemple,

F “
X3 ` 2X2 ` 4X ` 8

X2 ` 7X ` 10
“
pX ` 2qpX2 ` 4q

pX ` 2qpX ` 5q
“
X2 ` 4

X ` 5
.

Définition-Théorème 2.3. Soit F P KpXq. Alors il existe un unique couple pA,Bq P KrXs2 tel

que : F “
A

B
avec B unitaire et A et B premiers entre eux.

Cette fraction
A

B
s’appelle la représentation irréductible de F .

La division euclidienne de A par B : A “ BQ`R avec pQ,Rq P KrXs et degpRq ă degpBq, nous
donne

F “
A

B
“ Q

loomoon

partie entière de F

`
R

B
.

2.2 Décomposition en éléments simples

Définition 2.4. Un élément simple de KpXq est une fraction rationnelle de la forme

S “
P

Qα

où
‚ Q est un polynôme irréductible de KrXs,
‚ P est un polynôme de KrXs tel que degpP q ă degpQq,
‚ α P N.

Si degpQq “ 1, on dit que S est un élément simple de première espèce et si degpQq “ 2, on dit
que S est un élément simple de deuxième espèce.
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Remarque 2.5.
‚ Dans CpXq, il n’y a que des éléments simples de première espèce, donc de la forme

λ

pX ´ βqα

avec pλ, βq P C2 et α P N.
‚ Dans RpXq, il y a des éléments simples de première et de deuxième espèce, respectivement de
la forme

λ

pX ´ βqα
et

aX ` b

pX2 ` βX ` γqα

avec pa, b, λ, β, γq P R5, α P N et ∆ “ β2 ´ 4γ ă 0.

Théorème 2.6. Toute fraction rationnelle F irréductible peut se décomposer sous la forme

F “ E `
n
ÿ

k“1

Sk

où E P KrXs est la partie entière de F et Sk est un élément simple de KpXq.

Exemple 1. Décomposer en éléments simples dans CpXq

F “
1

pX ´ 1q2pX ´ iqpX ` iq
.

On doit déterminer a, b, c, d P C tels que

F “
a

X ´ 1
`

b

pX ´ 1q2
`

c

pX ´ iq
`

d

pX ` iq
.

Exemple 2. Décomposer en éléments simples dans RpXq

F “
1

pX ´ 1q2pX2 ` 1q
.

On doit déterminer ã, b̃, c̃, d̃ P R tels que

F “
ã

X ´ 1
`

b̃

pX ´ 1q2
`
c̃X ` d̃

X2 ` 1
.
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