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1 Construction de C

Sur R? =R x R = {(x,y) | z,y € R} on définit les deux opérations suivantes :

Passage a la notation algébrique des éléments de C :
e on peut « identifier » les couples de la forme (z,0) & des réels, on le note alors
simplement .
e on remarque que le couple (0,1) vérifie (0,1) ® (0,1) = (—1,0) donc (0,1) ® (0,1)
« s’identifie » au réel —1.
Le complexe (0,1) est alors noté i et vérifie i x i = —1.
e les couples (z,y) vérifient donc

(z,y) = (2,0)®(0,9)
—(,00®(1,0) @ (0,1)® (y,0)

=x x1+ixy en faisant les « identifications » précédentes.




2 Conjugué et opérations

L’introduction du conjugué nous permet d’introduire la notion de module d’'un nombre
complexe comme suit.




Définition 2.4 (Module). Soit z = x + iy, avec z,y € R.
27 = 2 + y? est un réel positif et le nombre v/27Z est appelé le module de z, on note

|z| = V2Z = \/2? + 2

Proposition 2.5. Soient z,2' € C et n € N. Alors

L o[>0 5. siz #0, i/ =@
2. |2|=0<2=0 “ |
3. |22 = |z| x || &[] =

. 1 7 o =] -2
4. stz#0, |- —m 8. |2 = |7|

3 Plan complexe

Dans toute la suite du chapitre, on considere le plan P muni d’un repeére
orthonormé direct (O, €7, é3).

Définition 3.1.
o Atout z =+ iy élément de C on associe I'unique point M du plan P de coor-
données (z,y).
e 2 est appelée 'affixe du point M et M est le point image de z. On note M (z).
e Le plan P muni de cette correspondance est appelé le plan complexe.

e Le vecteur OM = xéq + yés est appelé vecteur image de z, et z est aussi appelé
—
I'affixe de OM.

« ... fTaire des dessins ... »

Proposition 3.2.
Soient deux points A et B d’affizes z4 et zg, alors Uaffize du vecteur AB est ZB — ZA.
La longueur du vecteur AB est AB = |28 — 24|
Soit U et U deux vecteurs d’affixe z et z', alors le vecteur u + U a pour affize z + 2.

St A € R, le vecteur \u a pour affize \z.
ZA + 2B

Liaffize zr du milieu I du segment [AB] est z; = >

« ... faire des dessins ... »

Traduction de quelques notions de géométrie du plan :
e ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB = W, c’est-a-dire si et
seulement si zg — 24 = 2¢c — Zp.
. . \ . . . = -
e le point M d’affixe z appartient a la droite (AB) si et seulement si AM et AB sont
colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si z = z4 + A(zp — 24).

Proposition 3.3 (Inégalités triangulaires). Soient z, 2z’ € C alors
lz+ 2| <|z|+ 2| et |z =< |z = 7).

« ... faire des dessins ... »



4 Forme trigonométrique

Définition 4.1 (Argument). Soit z € C* et M le point d’affixe z.
On appelle argument de z, toute mesure 6 de 1'angle (é1, OM).

On note
arg(z) = 6 [27]

car 6 n’est pas unique, il est défini & un multiple de 27 pres.
L’ensemble des arguments de z est donc {6 + 2kn | k € Z}.

« ... faire des dessins ... »

Définition-Théoreme 4.2. Tout nombre complere non nul z se met
sous la forme trigonométrique

z = r(cos(f) + isin(f))
ot 0 est un argument de z et r = |z|.

Proposition 4.3. Pour tout z,z € C*,

_ |2 = || 2] = ||
z=2 < = :
arg(z) = arg(z') [27] arg(z) = arg(2') + 2kn  avec k € Z
Remarque 4.1. Si z € C s’écrit z = p(cos(a) + isin(a)) avec p > 0 et o € R, alors
p=|z] e «a=arg(z) [27]

Proposition 4.4. Soient z,z' € C* et n € N, alors

1. arg(zz') = arg(z) + arg(2’) [27] 3. arg (;) = arg(z) — arg(2’) [27]
2. arg (;) = —arg(z) [27] 4. arg(z") = narg(z) [27]

5 Notation exponentielle

Notation 5.1 (Exponentielle complexe). Pour tout 6 € R, on note
e = cos(6) + isin(f).

La définition de cette exponentielle complexe prolonge l'exponentielle définie sur R a
I’ensemble C. En effet pour z = z 4+ 1y € C, on a alors

eF = "t = e%e = ¢”(cos(y) + isin(y)).
Définition 5.2. Pour z € C* de module r = |z| et d’argument arg(z) = 0 [27], on a donc
d’apres la notation précédente

2 =re?.

Cette notation est appelée forme exponentielle de z.
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Proposition 5.3. Soient 0,0’ € R, et n e N,

o A L .
1. 61(9-1-0) _ 62(9 % 619 P i0-0) e
. € = ==
629
—i0 _ i i0\n iné
2. e o0 © 4- (e°) =e
Valeurs particuliéres & connaitre : ¢ =1, ¢'2 =4, ™ = —1, e "2 = —4.

Notation 5.4. On note U I'ensemble des nombres complexes de module 1,
U={z€eC, |z|=1}={e" 6eR}.

Pour tout z € U, le point d’affixe z se trouve sur le cercle de centre O et de rayon 1, que
I’'on appelle le cercle trigonométrique.

6 Applications a la trigonométrie

6.1 Développement de cos(nf) et sin(nf)
Proposition 6.1 (Formule de Moivre). Pour 6 € R, pour tout n € N,
(cos(0) + isin(A))"™ = cos(nh) + isin(nb).

Méthode pour développer cos(nf) ou sin(nf) :
1. Développer Z = (cos(f) + isin(f))™ a l'aide du binéme de Newton.
2. Utiliser la formule de Moivre pour dire que cos(nf) = Re(Z) et sin(nf) = Im(Z).

6.2 Linéarisation de cos"(#) et sin"(0)
Proposition 6.2 (Formules d’'Euler). Pour tout 6 € R,

0 —if i _ —if
+ —

cos() = N sin(f) = %
i

2
Méthode pour linéariser cos™(f) (respectivement sin"(0)) :

e + e\ . ' Gif _ i\ T

T) (respectivement sin"(6) = — )
i

a I’aide du binome de Newton.

1. Développer cos"(0) = (

2. Ré-utiliser les formules d’Euler pour reconnaitre les termes en cos(kf) et en sin(k0).

6.3 Technique de factorisation par I’arc-moitié

Proposition 6.3. Soient o, B e R. On a

e 4 ¢if — %" ><2cos< 2B>




6.4 Formules de trigonométrie

Formules d’additions :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a 4+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
tan(a) + tan(b)

tan(a +b) = 17— tan(a) tan(b)”

Formules de soustractions :

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

tan(a) — tan(b)
tan{a —b) = 1 + tan(a) tan(b)’

Formules de dupplications :

cos(2a) = cos?(a) — sin®(a)
sin(2a) = 2 cos(a) sin(a)

tan(2a) = %.

Formules de linéarisation :

sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b))

sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b))

cos(a) cos(b) = % (cos(a — b) + cos(a + b))

Sommes en produits :

et - 20n () o (5

cos(p) — cos(q) = —2sin (p ‘; q> sin (%)

sin(p) + sin(q) = 2sin (p ;_ q> cos <]%>

sin(p) — sin(q) = 2 cos (p ;_ q) sin (%)




7 Résolutions des équations d’équations az*+bz+c = 0

7.1 Racines carrées d’un nombre complexe

Définition 7.1. Soit a € C, on dit que z € C est une racine carrée de a si z° = a.

A Pour a € C, la notation y/a n’a aucun sens sauf si a € R !!!

Théoreme 7.2. Tout nombre complexe non nul admet exactement deux racines carrées.
Plus précisément, si a € C* est tel que a = re® avec r > 0 et 0 € R, les racines carrées

de a sont
)

le\/{»eig et 29 = — r ez,
Méthode algébrique pour trouver les racines carrées de a = x + iy € C* :
1. On cherche Z = X +iY tel que Z? =a < (X?—-Y?)+2iXY =2z +1y.

2. On résout le systeme suivant d’inconnues X et YV :

X2-Y? = ¢
2XY =y

X24+Y? = a2+ 42
7.2 Equations du second degré a coefficients complexes
Dans toute cette section, on considere les équations d’inconnue z € C du type
az’> +bz+c=0 (E)

oua,b,ce Ceta+#0.

Théoréme 7.3. L’équation (E) définie ci-dessus admet toujours deux solutions dans C.
Ces solutions sont données par :
—b—19 _ —b+90

t — )
2a € 2 2a

21 =

ot & est une racine carrée du nombre complere A = b* — 4ac.
De plus, z, et zo sont distinctes si et seulement si A # 0.

Remarque 7.1 (Lien coefficients-racines et factorisation). Avec les notations du théoréme

précédent, on a
— c
® 21 +29=— et 2129 = —,
a

a
e a2 +bz+c=a(z—2)(z— 2).

8 Racines n-iemes d’un nombre complexe

8.1 Racines n-iemes de ’unité

Définition 8.1. Soit n € N*. On appelle racine n-ieme de 1’unité tout nombre com-

plexe z tel que
2" =1.

On note U,, I’ensemble constitué des racines n-ieme de 'unité.
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Théoreme 8.2. Soit n € N*. ] existe exactement n racines n-iémes de ['unité, ce sont
les nombres complexes de la forme

wp=¢€en, avec ke{0,1,...,n—1}.

Autrement dit,
U, = {e, 0<k<n-1}.

Remarque 8.1. Soit z € U, \{1}, alors

l+z+224+- 42"t =0.

8.2 Racines n-iemes d’un nombre complexe non nul

Définition 8.3. Soit n € N* et a € C. On appelle racine n-ieme de a tout nombre
complexe z tel que
2" = a.

Théoreme 8.4. Soit n € N* et a € C*. Il existe exactement n racines n-iémes de a.
De plus, si on note r = |a| et @ = arg(a) alors les racines n-iemes de a sont les complexes

suwvants :
6 | 2km )

2k = Wei(”JrT )

avec ke {0,1,...,n—1}.

9 Applications a la géométrie

9.1 Utilisation du module et de ’argument

Proposition 9.1. Soient A, B, C, D quatres points distincts du plan complexe P d’affixes
a,b,c,de C. Alors

1. (&,4B) = arg(b— a) [27],
2. (AB,CD) = arg <d_ C) [27].

Proposition 9.2 (Lieux de points). Soient A, B deuz points du plan compleze P d’affizes
a,be C. Alors

1. le cercle de centre A et de rayon R > 0 est [’ensemble de points suivant
{M(z), |z—al|=R},

2. le disque ouvert (resp. fermé) de centre A et de rayon R > 0 est l’ensemble de points
survant
{M(z), [z2—a|l<R} (resp. {M(2), |z—a|l<R}),

3. la médiatrice du segment [AB] est l’ensemble de points suivant

{M(2), |z—al=]z=0bl}.



9.2 Translation

Proposition 9.3. Soit & un vecteur d’affize a, alors ’application f définie sur C par
VzeC, f(z)=z+a
correspond a la translation de vecteur @ dans le plan P.

« ... faire des dessins ... »

9.3 Rotation

Proposition 9.4. Soit Q) un point du plan P d’affize w et 6 un réel. Alors l'application
f définie sur C par .
VzeC, f(2)=w+e?(z—-w)

correspond a la rotation de centre ) et d’angle 6 dans le plan P.

« ... faire des dessins ... »

9.4 Homothétie

Proposition 9.5. Soit Q un point du plan P d’affize w et k un réel. Alors l'application
f définie sur C par
VzeC, f(2)=w+k(z—w)

correspond a l’homothétie de centre Q2 et de rapport k dans le plan P.

« ... faire des dessins ... »

9.5 Applications z +— az + b
Proposition 9.6. Soit a,b e C avec a # 0. On définit Uapplication [ définie sur C par

VzeC, f(z)=az+b.

Alors
e sia=1, f correspond a la translation de vecteur u d’affixe b.
o sia#1, alors f est appelée similitude directe

- de centre Q) d’affive

- de rapport k = |a|,
- d’angle arg(a).

1—a’



